
 

 

No.0001＿「わかさ」の問題 

―平面幾何、軌跡、三角関数、サイクロイド曲線、アステロイド曲線― 

 

 

 

「わかさ生活【公式】」さんの動画を考察！！ 

参考動画：https://www.youtube.com/watch?v=vGQwbedLUbE 

https://www.youtube.com/watch?v=vGQwbedLUbE


動画を観察！ 
 

 

（１） 小円が大円の中を内接しながら動く 

 

（２） 点の動いたあと（軌跡）が直線… 疑問① 

 

（３） 点が動く like a 振り子？… 疑問② 

（直線上を真ん中では速く動き、端では止まる） 
 



疑問① なぜ軌跡は直線？ 
～軌跡が直線であることを二等辺三角形や外角の性質を使って証明！～ 

参考資料：https://www.geogebra.org/m/jtp3myzd 

 

 

問題を次のように数学的な問題に言い換える。 

問題１ 

大円の中心を 𝑂 とする。 

動き出す前の小円の中心を 𝑋0 として、図のように点 𝑃 で大円に内接するとする。 

小円が大円上を一回転動くときに、点 𝑃 が動く軌跡は直線であることを説明せよ。 

ただし、大円の半径は小円の半径の２倍であるとする。 
 

 

 

https://www.geogebra.org/m/jtp3myzd


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【図 1】 

∠𝒀𝟐𝑶𝒀𝟎 = 𝟒𝟓○ の場合 

① 小円の中心：𝑿𝟐 

② 点 P が動く先：𝑷𝟐 

③ 大円と小円が内接している点：𝒀𝟐 

【図 2】 

∠𝒀𝟑𝑶𝒀𝟎 = 𝟔𝟎○ の場合 

① 小円の中心：𝑿𝟑 

② 点 P が動く先：𝑷𝟑 

③ 大円と小円が内接している点：𝒀𝟑 



解答の準備！ 

 

∠𝒀𝟐𝑶𝒀𝟎 = 𝒕○  

点𝑂：大円の中心 

点𝑋𝑡：動いた先の小円の中心 

点𝑃𝑡：点𝑃の動く先 

点𝑌𝑡：動いた先での接点 

 

点𝑷が一直線上を動く  

＝点𝑶,𝑷𝒕, 𝒀𝟎が常に一直線上 

t 



解答の流れ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Point：上の２つの角度が等しいことを説明！ 

t t 

計算するために文字を置く 同じ値であることをいう 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Step１：大円の中心、小円の中心、接点は一直線上 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Step２：大円の弧と小円の弧の長さは等しい 

2t 

t 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

t 

t 

2t 

Step３：外角＆二等辺の性質から∠XtOPt を求める 



（証明） 

動いている小円のあるときの中心を 𝑋𝑡 、そのときの小円が大円に接している点を 𝑌𝑡 とする。 

このとき、小円は大円に 𝑌𝑡 で内接しており、点 𝑂, 𝑋𝑡 , 𝑌𝑡 は一直線上(★)で ∠𝑿𝒕𝑶𝑷𝒕 = ∠𝒀𝒕𝑶𝑷𝒕 。 

さて、 ∠𝑌𝑡𝑂𝑌𝑜 = 𝑡°(< 90°) とすると、弧𝑌𝑡𝑌0と弧𝑌𝑡𝑃𝑡はどちらも小円が動いた距離なので長さが等しいの

で、大円の半径が小円の半径の２倍であることに注意すると、 

2 × 𝑂𝑋𝑡 ×
∠𝑌𝑡𝑋𝑡𝑃𝑡

360°
= 2 × 𝑂𝑌𝑜 ×

∠𝑌𝑡𝑂𝑌0

360°
= 2 × (2 × 𝑂𝑋𝑡) ×

∠𝑌𝑡𝑂𝑌0

360°
 

が成立する。よって ∠𝑌𝑡𝑋𝑡𝑃𝑡 = 2∠𝑌𝑡𝑂𝑌0 = 2𝑡  である。ここで △ 𝑂𝑋𝑡𝑃𝑡  は二等辺三角形で底角が等し

く、外角∠𝑃𝑡𝑋𝑡𝑌𝑡に注意し、∠𝑿𝒕𝑶𝑷𝒕 = ∠𝑋𝑡𝑃𝑡𝑂 = (𝟏 𝟐⁄ )∠𝑷𝒕𝑿𝒕𝒀𝒕 = (1 2⁄ )2𝑡 = 𝑡 = ∠𝒀𝒕𝑶𝒀𝟎が成立。 

したがって、∠𝒀𝒕𝑶𝒀𝟎 = ∠𝑋𝑡𝑂𝑃𝑡 = ∠𝒀𝒕𝑶𝑷𝒕 がいえて、点 𝑌0, 𝑂, 𝑃𝑡 は一直線上。 

点 𝑌0, 𝑂 は 𝒕 に依らず常に同じ位置にあり、点 𝑷𝒕 は直線𝒀𝟎𝑶上にある。 

𝑡 に関して、他の角度のときも同様の図になるので同様に説明できる。// 



ポイントまとめ 

 

（１）点 P は一直線上を動いている！ 

→ 平面幾何の知識（外角の性質）で説明できた 

（２）直線上に動く条件がなんとなくわかった。 

→ 「大円の半径が小円の半径の２倍であることに注意すると、」 

① そうでないと、証明内の傍線部直後の式が成立しない。 

② 必ず小円が大円の中心𝑶を通りながら動いている（証明の(★)部分） 

 

 



ご参考 
 

（１） 外角の性質はなぜ成り立つ？ 
▶ 直線角度、三角形の内角の和がそれぞれ 180° 

 

（２） ラジアン使用民族は ∠𝑌𝑡𝑂𝑌0 = 𝑡(rad) で。 
▶ ラジアンの良さがわかるかも 

 

（３） 𝒕°(< 𝟗𝟎°) 以外の場合も図をかけば同様。 
▶ 𝑡° = 90°→明らか（笑）です！ 

▶ 90° < 𝑡 ≤ 180°→0° < 𝑡 < 90°の小円を x 軸対称で移してもろて 

▶ 180° < 𝑡 < 360°→0° < 𝑡 < 180°の小円を y 軸対称で移してもろて 

 



疑問② なぜ振り子のような動き方？ 
三角関数、ベクトルの性質を用いて xy 平面上で軌跡を実際に求めてみよう！（※リンク先で色んな実験ができる） 

参考資料：https://www.geogebra.org/m/wevkfgev  

 

 

問題を次のように数学的な問題に言い換えてみよう。 

問題２ 

大円の中心を 𝑂 とする。 

動き出す前の小円の中心を 𝑋0 として、図のように点 𝑃 で大円に内接するとする。 

小円が大円上を一回転動くときに、点 𝑃 が動く軌跡を求めよ。 

ただし、大円の半径を 2R、は小円の半径を R とする。（R＞０） 
 

 

 

https://www.geogebra.org/m/wevkfgev


解答の準備！ 
 

Goal 

：点 𝑃𝑡 の座標を 𝑡 で表現 
 

Step1 

：いったん小円の中心 𝑋𝑡 を経由！ 

→ 𝑂𝑃𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑋𝑡

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑋𝑡𝑃𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    

 

Step2 

：円の中心から円上の点へのベクトル 

→ 三角関数で表現（三角関数の本質） 



思い出そう！ 

三角関数の定義 

参考資料：三角関数（単位円による定義） - GeoGebra 

 

 

定義： 

単位円（半径が１）上の点の 

ｘ座標：cosθ 

ｙ座標：sinθ 

 

↓Ｒ倍の拡大 

 

すぐ分かる帰結： 

円（半径がＲ）上の点の 

ｘ座標：Rcosθ 

ｙ座標：Rsinθ 

 

 

https://www.geogebra.org/classic/h79ef8qj


（解答） 

あるときの小円の中心を 𝑋𝑡 とする。また、そのときの小円が大円に接している点を 𝑌𝑡 とする。 

x 軸の正の向きを始線として、𝑂𝑌0 から 𝑂𝑌𝑡 へ 𝑡 (rad) 動いているとすると ∠𝑌0𝑂𝑌𝑡 = 𝑡 (rad) である。 

さて、弧𝑌0𝑌𝑡と弧𝑃𝑡𝑌𝑡は長さが等しく、大円の半径が小円の半径の２倍であることに注意すると、 

2・𝑂𝑋𝑡・∠𝑃𝑡𝑋𝑡𝑌𝑡 = 2・𝑂𝑌𝑜・∠𝑌0𝑂𝑌𝑡 = 2・(2・𝑂𝑋𝑡)・∠𝑌0𝑂𝑌𝑡 

が成立する。よって ∠𝑃𝑡𝑋𝑡𝑌𝑡 = 2∠𝑌0𝑂𝑌𝑡 = 2𝑡  である。ここ

で 𝑋𝑡𝑃𝑡  から 𝑋𝑡𝑌𝑡  へ 2𝑡 (rad)  であることに注意する。す

ると 𝑋𝑡𝑃𝑡 は x 軸の正の向きから −(𝜋 2⁄ ) − 𝑡 (rad) 動い

ていることがわかるので、 

𝑋𝑡𝑃𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = (𝑅 cos(−(𝜋 2⁄ ) − 𝑡 ) , 𝑅 sin(−(𝜋 2⁄ ) − 𝑡 ))

= (−𝑅sin 𝑡 , −𝑅 cos 𝑡) 
 

 

 

2t 

t 

―t ―π/2 



𝑂𝑋𝑡 は x 軸の正の向きから −(𝜋 2⁄ ) + 𝑡 (rad) 動いていることに注意すれば 

𝑂𝑋𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (𝑅 cos(−(𝜋 2⁄ ) + 𝑡 ) , 𝑅 sin(−(𝜋 2⁄ ) + 𝑡 )) = (𝑅sin 𝑡 , −𝑅 cos 𝑡) 

であるから、結局、 

𝑂𝑃𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑋𝑡

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑋𝑡𝑃𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

= (𝑅sin 𝑡 , −𝑅 cos 𝑡)

+ (−𝑅sin 𝑡 , −𝑅 cos 𝑡) = (0,−2𝑅 cos 𝑡) 

となる。したがって、点 𝑃𝑡  の座標は 𝑃𝑡(0,−2𝑅 cos 𝑡)  と

求まる。 

以上より、点 𝑃𝑡  の軌跡が大円の点 𝑂  と 𝑌0  を通る直

径の線分上。// 

 

 

 

 

 

―t 



参考資料：https://www.geogebra.org/m/n5mgzrba 
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2Rcos(t) 

https://www.geogebra.org/m/n5mgzrba


まとめ 
 

 

（１） 振り子のような動き方は三角関数が関係 
▶振り子の運動の仕方と三角関数の関連性 

 

（２） 小円の最初の位置を工夫できる 
▶例）小円の直径が x 軸の正の部分と重なるようにする 

▶上の例では、軌跡を媒介変数表示で 𝑃𝑡(2𝑅 cos 𝑡 , 0) と求まる 

 

（３） 大円の半径と小円の半径の比率を変えると？ 
▶一般にアステロイドというもの 

 

 

 


